Lista 1
Procesy stochastyczne
kierunek: matematyka, studia II°

dr Bartosz Kwasniewski

Zadanie 1. Niech T bedzie przedzialem prostej. Udowodnij, ze jezeli procesy stochastyczne (Xi)ier
(Yo)ter sg réwnowazne i prawostronnie ciggle, to sq nierozréznialne.

Definicja 1. Niech (Xi)ier bedzie procesem zespolonym.
Wartoscig oczekiwang (funkcjg wartosci oczekiwanej) procesu stochastycznego (Xi)ier r2edu pierw-

szego nazywamy funkcje

Tst—mx®) ™ B(X,).

Wariancjq (funkcjq wariancji) procesu Hilberta (Xi)ier nazywamy funkcje

def

T3t 0% (t) ™ B(X, — mx (0)(X; — mx (1)-

Autokowariancjg (funkcje autokowariancyi) procesu stochastycznego Hilberta (Xy)ier nazywamy funkcje

T x T3 (t,ts) — Kx(t1,t2) % B(Xy, — mx (t1)(Xy, — mx(£2))).

Autokorelacjq (funkcjq autokorelacjg) procesu Hilberta (Xi)ier nazywamy funkcje

Kx(t1,t2) _
\/Ug((th)ag( (th)

- ef
Tx T3 (t,ts) — Kx(ti,t2) < p(X,, Xp,) =

Uwaga 1. Rozpatruje sie tez funkcje
~ def —
TxT> (tl,tz) — Kx(tl,tg) = E(thth).

Definicja 2. Niech (Xi)ier (Yi)ier bedq zespolonymi procesami Hilberta. Funkcjg kowariancji tych
procesow nazywamy funkcje

T xT 5 (ti,t2) — Kxy(ti,t2) € E([Xy, —mx(t1))][Ye, — my (£2))]).

Zadanie 2. Niech (Xi)ier bedzie zespolonym procesem Hilberta. Udowodnij, ze

Vier  Kx(t,t)=o%(t) >0, (1)
Vier Kx(ta,t1) = Kx(t1,t2), (2)
Vi1 toeT |Kx(t1,t2)]> < Kx(t1,t1)Kx (t2,t2). (3)

Jezeli dodatkowo (Xi)ier jest procesem rzeczywistym, to

Vi toeTKx (t2, 1) = Kx (t1,t2). (4)

Zadanie 3. Udowodnij, Ze funkcja autokowariancji K: T x T — C pewnego procesu stochastycznego
spetnia warunek

n
VineNiy to, . tn €T V1,22, 20 €C E K(tg, t))z1z > 0.
k=1



Zadanie 4. Dany jest proces (U;)i>0, gdzie Uy = At> —2Bt i (A, B) jest wektorem losowym o rozktadzie
P{A = £1; B = £1}) = 0,25. Narysuj dwie przykladowe trajektorie i oblicz charakterystyki liczbowe
procesu.

Zadanie 5. Dany jest proces (U;)i>o0, gdzie Uy = t2 — Y't. Dla ustalonego t znajdé rozktad Uy, jesli Y
ma rozklad jednostajny na odcinku [0,1]. Oblicz charakterystyki liczbowe procesu.

Zadanie 6. Niech Y ~ U|0,1]. Dany jest proces (U)o, gdzie Uy =Y cos(at), a € R. Oblicz E[Uy] oraz
charakterystyki liczbowe tego procesu.

Zadanie 7. Dany jest proces stochastyczny (Xi)iso0, gdzie Xy = tU +V i U i Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z jednakowym parametrem M. Oblicz charakterystyki
liczbowe procesu (Xi)t0-

Zadanie 8. Dla procesu z poprzedniego zadania wyznacz rozklady jednowymiarowe.

Zadanie 9. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N'(m, o), stala b € R. Podaj gestosci jednowymia-
rowe i policz funkcje kowariancji dla procesu (Uy)iso, gdzie Uy = X; + b.

Zadanie 10. Dany jest proces (Zt)i>o0, gdzie Zy = t* + Xt + Y. Oblicz charakterystyki liczbowe procesu
(Zi)i>0 jesli XY sq nieskorelowanymi zmiennymi losowymi.

Definicja 3. Procesem Poissona z intensywnoscig A > 0 nazywamy proces (Ni)i>o spelniajgcy nastepu-
jace warunki:

1. Ng=0pn.,
2. (Ni)t=0 ma przyrosty niezalezne,
3. dla kazdej pary (s,t), gdzie t > s zmienna losowa Ny — Ng, ma rozklad Poissona z parametrem
At —s).
Zadanie 11. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu Poissona z intensywnoscig A > 0.

Zadanie 12. Dany jest proces (Ui)iso, gdzie Uy = t3 — Yt, gdzie Y ~ UJ1,2]. Oblicz charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 13. Dany jest proces (Ui)iso, gdzie Uy = t* — Yt, gdzie Y ~ U|[2,3]. Oblicz charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 14. Dany jest proces (U)o, gdzie Uy = cos(t) —3tY, gdzie Y ~ U|[3,4]. Oblicz charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 15. Dany jest proces (U)o, gdzie Uy = sin(t) —t%Y, gdzie Y ~ U|[2,3]. Oblicz charakterystyki
liczbowe tego procesu.

Zadanie 16. Oblicz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = Asin(wt), w - stala, A -
zmienna losowa o rozkladzie N(230,5).

Zadanie 17. Oblicz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)icr, gdzie Xy = At?, gdzie A jest zmienng
losowq skokowa o funkcji prawdopodobienstwa P({A = +1}) = 0,5.

Zadanie 18. Oblicz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At + B, gdzie A i B sq
zmiennymi losowymi o parametrach E(A) =0, E(B) =1, i D*(A) =1, D*(B) = 2, cov(A, B) = —1.

Zadanie 19. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie X; = At? + Bet, gdzie A, B to
nieskorelowane zmienne losowe o parametrach: E(A) = 2, E(B) = =3, D*(A) =1, D*(B) = 3.

Zadanie 20. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At + B, gdzie A i B to
1 0,4}

zmienne losowe o parametrach: E(A) =0, E(B) = 0 i macierzy kowariancji K = {0 4 15

Zadanie 21. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At + 1, gdzie A ~ U(0,1).
Jak wygladajq realizacje tego procesu? Ktdre z ponizszych funkcji x1(t) = 0,3t + 1, 25(t) = —0,3t + 1,
x3(t) =2t + 1 sq realizacjami tego procesu?



Zadanie 22. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = At — 3, gdzie A ~ N'(3,1).
Jak wygledajq realizacje tego procesu?

Zadanie 23. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie X; = cos(t + B), gdzie B ~
U(—m,m).

Zadanie 24. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu (Xi)ier, gdzie Xy = Asin(t+ B), gdzie zmienne
A i B sq niezalezne oraz A ~ U(-0,5;0,5) i B ~U(—m,7) .

Zadanie 25. Proces (X¢)icr ma tylko 3 realizacje: x1(t) =t, xo(t) =t + 1, x3(t) = ¢t + 2. Realizacje te
sq przyjmowane odpowiednio z prawdopodobieristwami: 1/2, 1/3; 1/6. Wyznacz charakterystyki liczbowe
Procesu, procesu.

Zadanie 26. Proces (X;)ier ma tylko 4 realizacje: x1(t) =t, xzo(t) =t +1, x5(t) =t +2, x4(t) =t — 1.
Realizacja ostatnia jest przyjmowana z prawdopodobienstwem 0,1, a pozostale realizacje sq przyjmowane
z takim samym prawdopodobienstwem. Wyznacz charakterystyki liczbowe procesu procesu.

Zadanie 27. Wyznacz charakterystyki liczbowe (X;)ier, gdzie Xy = Ae! + Be™', a A i B to zmienne
losowe o parametrach: E(A) =0, E(B) =0, i D*(A) =1, D*(B) =2, cov(A,B) = —1.

Zadanie 28. Wyznacz charakterystyki liczbowe (Xy)ier, gdzie Xy = A+ Bt, a A i B to zmienne losowe
o parametrach: E(A) = —1, E(B) =1, i D*(A) =1, D*(B) =4, p(A, B) = —0,5.

Zadanie 29. Wyznacz charakterystyki liczbowe (X;)ier, gdzie Xy = At>+ B, a A i B to zmienne losowe
nieskorelowane. A ma rozklad wykladniczy z parametrem 1,5, a B jest zmienng losowg skokowq o funkcji
prawdopodobieristwa: P({B = £1}) = 0,5;

Zadanie 30. Dany jest proces (Yi)ier, gdzie Yy = f(t) X + g(t), a f i g sq funkcjami rzeczywistymi
(nielosowymi). WyraZ charakterystyki liczbowe (Y3)ter za pomocq parametréw procesu (Xi)ier.
Zadanie 31. Rozwaimy proces (Xi)icr, gdzie X = U, a U to zmienna losowa. Oblicz

1. warto$é oczekiwang, wariancje i kowariancje procesu, jezeli znane sqg E(U) =m i D*(U) = o2,
2. jednowymiarowg gestos¢ i dwuwymiarowq dystrybuante procesu, jezeli dana jest gesto$é ¢ zmiennej
losowej U.

Zadanie 32. Rozwaimy proces (Xi)i>o0, gdzie Xy = Ut + V. Wyznacz:

1. warto$¢ oczekiwang i autokowariancje tego procesu, jezelt U jest zmienng losowq dyskretng o roz-
- n
kladzie PQU =k}) =pr, k€ I,n, pp =0, Y. ppr =1,V =0;
k=1

2. warto$¢ oczekiwang, autokowariancje i wariancje tego procesu oraz jednowymiarowq gesto$é proce-
su, jezeli U ~ N (m; o) oraz V = v jest wielkoscig nielosowq;

3. warto$é oczekiwang, autokowariancje, autokorelacje i wariancje, jezeli U iV sq¢ zmiennymi loso-
wymi niezaleznymi o znanych parametrach. Jakg posta¢ ma gestosé prawdopodobienstwa procesu,
jesli znane sq gesto$ci prawdopodobienstwa zmiennych losowych U i V: fy i fv;

4. wartosé oczekiwang, autokowariancje i wariancje tego procesu, jezeli U iV sqg zmiennymi losowymi,
o0 ktorych wiadomo, ze rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V') jest rozkladem normalnym
N(my, my;ou,ov,p).

Zadanie 33. Rozwazmy proces stochastyczny (Xi)ier, a Xe = ©(t,U), gdzie ¢ - funkcja rzeczywista
nielosowa klasy C(R), t - czas, U - zmienna losowa o znanym rozkladzie. Oblicz warto$é oczekiwang,
autokowariancje i wariancje tego procesu, gdy:

1. o(t,U) = a(t)U + B(t), a(t), B(t) sa funkcjami nielosowymi i znana jest gesto$é zmiennej losowej
U;



2.

N
o(t,U) = > 0i()Ui; @i - sa funkcjami nielosowymi, dla i € 1, N, U; - elementy N -wymiarowej
i=1

zmiennej losowej U = (Uy,...,Uyn) o znanych E(U;) = m;, i macierzy kowariancyjnej [bix], gdzie
bir, = cov(U;; Uy) dla i,k €1, N.

Zadanie 34. Rozwazmy proces stochastyczny (Xi)ter opisujgcy drgania sinusoidalne, ktory zapisuje sie
w postaci:

Xt = Uy cos(Ut) + Uy sin(¥t),

gdzie U, @,V - zmienne losowe oraz Uy = Usin(®), Uy = U cos(P).

1.
2.

Podaj jedno- i dwuwymiarowg dystrybuante procesu, jesli: T = [%, g] ,aU~U([0,1]), T =1, ®0.

Podaj warto$é oczekiwang procesu, jesli (U, V) jest zmienng losowq dwuwymiarowq o rozkladzie

jednostajnym na obszarze [0,1] x [0,1], a ® = 0 jest wielkoscig nielosowq.

Zbadaj, czy proces jest stacjonarny, jezeli E(U) = 0, D*(U) = of, ® ~ U(0;27), ¥ = a > 0 jest
wielkoscig nielosowq, U © ® sqg zmiennymi losowymi niezaleznymi.



